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报告要点 

本篇报告回答了 1 个问题：如果卡尔曼滤波的输入是配对品种的价格序列，

为何其输出可以是两者的动态对冲比率和截距修正项。  

摘要 

在此前专题报告《配对交易专题（二）：卡尔曼滤波在价差套利中的应

用（基于 Backtrader 视角）——专题报告 20240124》中，我们以日内 30

分钟线为颗粒度，在若干金融期货品种上应用卡尔曼滤波器——基于“配

对品种价格序列”的输入，输出配对品种的“动态对冲比率和截距修正项”，

目的是结合配对品种的价格序列来生成价差，以此作为价差套利的底层数

据，进而适配于各类进出场规则以生成相应建平仓信号。 

区别于上述报告中直接调取高度集成化的 pykalman安装包，我们将于

本篇报告详细拆解该工具的最优性原理及代码的运行迭代逻辑，具体对应

如下要点的探讨：卡尔曼增益为何是其最优性原理的最终“落地”结果？

卡尔曼滤波基于前后 2个时点的状态拟合如何代码实现？  

 

风险因子：本报告中所涉及的资产配比和模型应用仅为回溯举例，并不构

成推荐建议。 
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一、卡尔曼滤波应用与配对交易 

配对交易作为一种经典的统计套利策略，其通常的做法是去观察历史回溯区间中走势较为相近的金融

资产价格，以捕捉两者在未来出现异常偏离时候的套利机会。它的本质是做多低估品种、做空高估品种，

而“走势较为相近”可以使用“满足协整关系”进行具体刻画。 

比如 2024 年上半年，权益市场相继在年初遭遇微小盘流动性踩踏和二季度受到“国九条”规范，整体

缺乏明确的单边行情，彼时套利类策略受到了市场的关注，其中就包括大小盘轮动或配对。在针对(IF,IM)

的配对中，如果 IF与 IM的价格震荡中枢分别是 3000 点和 5000点，在市值中性的要求下可以得知 1份的

IM 应当对应 1.6 份的 IF。粗略地讲，这里“1.6 倍”的对冲比率中枢是可以基于 IF与 IM历史价格走势、

通过线性回归（即“协整法”）实现，然而协整法使用的前提——“满足协整关系”并不被大部分金融时间

序列所满足。这将使得虽然线性回归可以“硬算”，但是会出现伪回归或者后续均值回归的逻辑不成立。 

基于上述背景，不需要协整关系作为前提、仅依赖前后两个状态的卡尔曼滤波便是上述线性回归较好

的替代（相关文献可参考 a new approach to linear filtering and prediction problems, Rudolf 

Emil Kalman,1960），python 中也有高度集成的安装包（如 pykalman）。下图依次展示了类 KalmanFilter

的调用语句以及卡尔曼滤波应用于(T,TS)、(IF,IM)和(IF,IC)主连 30min线的结果——红线对应动态对冲

比率、灰线对应截距修正，通常我们以“副腿价格-动态对冲比率*主腿价格-截距修正项”作为价差定义。 

图表1：类 KalmanFilter直接调用释义 

 

图表2：卡尔曼滤波应用于 T与 TS配对交易 

 
 

资料来源：中信期货研究所 资料来源：同花顺 iFind、中信期货研究所 

图表3：卡尔曼滤波应用于 IF与 IM配对交易 

 

图表4：卡尔曼滤波应用于 IF与 IC配对交易 

  

资料来源：同花顺 iFind、中信期货研究所 资料来源：同花顺 iFind、中信期货研究所 
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在此前专题报告《配对交易专题（二）：卡尔曼滤波在价差套利中的应用（基于 Backtrader 视角）—

—专题报告 20240124》中，大家较为关注直接调用函数 KalmanFilter.filter()的底层逻辑：如果卡尔曼

滤波的输入是配对品种的价格序列，为何其输出可以是两者的动态对冲比率和截距修正项。 

接下来我们将对此从两方面进行详细分析——卡尔曼滤波的最优性原理和卡尔曼滤波循环迭代逻辑。 

 

二、卡尔曼滤波的相关理论 

（一）应用场景与迭代细节 

1．问题背景：引入一个线性系统状态空间模型 

考虑如下离散时间线性系统： 

𝑥𝑘 = 𝐴𝑥𝑘−1 + 𝐵𝑢𝑘 + 𝜔𝑘 , 𝜔𝑘 ∼ 𝒩(0, 𝑄), (1.1) 

𝑧𝑘 = 𝐻𝑥𝑘 + 𝜈𝑘 , 𝜈𝑘 ∼ 𝒩(0, 𝑅), (1.2) 

其中：𝑥𝑘表示系统的状态向量（如位置、速度），𝐴表示状态转移矩阵，𝐵表示控制输入矩阵，𝑢𝑘表示控制

输入，𝜔𝑘表示过程噪声，𝑧𝑘表示测量值（如雷达高度计测量得到的位置），𝐻表示测量矩阵，𝜈𝑘表示测量噪

声。 

 目的：我们希望找到一个对状态向量𝑥𝑘的估计值𝑥̂𝑘，使得真实值与估计值间的误差最小，这里衡量误

差最小的模式将采用“均方误差”进行刻画。 

应用：落地到跨品种套利中，区分于经典的使用配对品种收盘价的历史时间序列去做线性回归，此过

程中配对的动态对冲比率及截距修正项都可以作为上述离散系统的状态向量进行估计。 

 

2．循环迭代 1：预测（predict）——使用上一时刻的状态估计值来预测当前状态 

本部分主要量化“在没有测量数据时，我们对状态估计的不确定性”。 

假设在𝑘 − 1时刻，我们已经得到对系统状态向量𝑥𝑘−1的估计值𝑥̂𝑘−1（注意，回测最初需要对初始状态

向量𝑥0及后续若干变量进行人为初始化），同时该估计值𝑥̂𝑘−1具有误差 

𝜖𝑘−1 =(𝑑𝑒𝑓) 𝑥𝑘−1 − 𝑥̂𝑘−1 , 

及与其相对应的均方误差 

𝑀𝑆𝐸𝑘−1 =(𝑑𝑒𝑓) 𝐸[𝜖𝑘−1𝜖𝑘−1
𝑇 ] . 

来到𝑘时刻，我们利用（当前可获取的）上一时刻针对系统状态向量的估计值𝑥̂𝑘−1来预测当前的状态向

量𝑥𝑘，该新估计值对应 

𝑥̂𝑘
− =(𝑑𝑒𝑓) 𝐴𝑥̂𝑘−1 + 𝐵𝑢𝑘 , (2.1) 

同时，计算当前这个（暂时的）新估计值𝑥̂𝑘
−的均方误差 

𝑀𝑆𝐸𝑘
− = 𝐸[𝜖𝑘

−(𝜖𝑘
−)𝑇] = 𝐸[(𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘

−)(𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘
−)𝑇] 

= E[(𝐴𝑥𝑘−1 + 𝐵𝑢𝑘 + 𝜔𝑘 − 𝐴𝑥̂𝑘−1 − 𝐵𝑢𝑘)(𝐴𝑥𝑘−1 + 𝐵𝑢𝑘 + 𝜔𝑘 − 𝐴𝑥̂𝑘−1 − 𝐵𝑢𝑘)𝑇]   (使用(1.1) + (2.1)) 

= E[(𝐴(𝑥𝑘−1 − 𝑥̂𝑘−1) + 𝜔𝑘)(𝐴(𝑥𝑘−1 − 𝑥̂𝑘−1) + 𝜔𝑘)𝑇] = 𝐴𝑀𝑆𝐸𝑘−1𝐴𝑇 + 𝑄, (2.2) 
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最后一个等号成立是因为𝑥𝑘−1 − 𝑥̂𝑘−1与𝜔𝑘是相互独立的、且后者服从均值为 0的正态分布，我们也把（2.2）

称为均方误差矩阵的更新。 

 

3．循环迭代 2：更新（correct/update） 

本部分想要实现：在𝑘时刻，基于上述阶段性结果、再额外得到新的测量数据（即𝑧𝑘，注意该值对应配

对中副腿在𝑘时刻的价格、属于传入数据）后，我们构造一个新的残差项(𝑧𝑘 − 𝐻𝑥̂𝑘
−)，并希望寻找得到卡尔

曼增益𝐾𝑘，能使得如下形式的新估计值 

𝑥̂𝑘 =(𝑑𝑒𝑓) 𝑥̂𝑘
− + 𝐾𝑘(𝑧𝑘 − 𝐻𝑥̂𝑘

−) (3.1) 

对𝑘时刻真实的状态向量𝑥𝑘的均方误差𝑀𝑆𝐸𝑘最小。 

 我们具体给出这个误差及均方误差的表达式： 

𝜖𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘 =(3.1) 𝑥𝑘  − 𝑥̂𝑘
− − 𝐾𝑘(𝑧𝑘 − 𝐻𝑥̂𝑘

−), 

将（1.2）式代入上式， 

𝜖𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘 =(3.1) 𝑥𝑘  −  𝑥̂𝑘
− − 𝐾𝑘(𝑧𝑘 − 𝐻𝑥̂𝑘

−) 

=(1.2) 𝑥𝑘  − 𝑥̂𝑘
− − 𝐾𝑘(𝐻𝑥𝑘 + 𝜈𝑘 − 𝐻𝑥̂𝑘

−) 

= (𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘
−) − 𝐾𝑘𝐻(𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘

−) − 𝐾𝑘ν𝑘  

= (𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)(𝑥𝑘  − 𝑥̂𝑘
−) − 𝐾𝑘𝜈𝑘  , 

然后，上式两边取期望并同时计算均方误差， 

𝑀𝑆𝐸𝑘 = 𝐸[𝜖𝑘𝜖𝑘
𝑇] = 𝐸{[(𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)(𝑥𝑘  −  𝑥̂𝑘

−) − 𝐾𝑘𝜈𝑘][(𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)(𝑥𝑘  −  𝑥̂𝑘
−) − 𝐾𝑘𝜈𝑘]𝑇} 

= (𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)𝑀𝑆𝐸𝑘
−(𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)𝑇 + 𝐾𝑘𝑅𝐾𝑘

𝑇 , (3.2) 

最后一个等号成立是因为𝑥𝑘  −  𝑥̂𝑘
−与𝜈𝑘是相互独立的，且后者服从均值为 0 的正态分布，我们也把（3.2）

称为均方误差矩阵的更新。 

 要使得𝑀𝑆𝐸𝑘取得最小值，只需对𝐾𝑘求导即可： 

𝜕𝑀𝑆𝐸𝑘

𝐾𝑘
= −2𝑀𝑆𝐸𝑘

−𝐻𝑇 + 2𝐾𝑘(𝐻𝑀𝑆𝐸𝑘
−𝐻𝑇 + 𝑅), 

令上式为零，即可得到： 

𝐾𝑘 = 𝑀𝑆𝐸𝑘
−𝐻𝑇(𝐻𝑀𝑆𝐸𝑘

−𝐻𝑇 + 𝑅)−1, (3.3) 

此即卡尔曼增益。 

 

（二）要点提炼 

我们把上述推导精炼提取为如下“两两融合”的概念。对于离散线性系统： 

𝑥𝑘 = 𝐴𝑥𝑘−1 + 𝐵𝑢𝑘 + 𝜔𝑘 , 𝜔𝑘 ∼ 𝒩(0, 𝑄),  

𝑧𝑘 = 𝐻𝑥𝑘 + 𝜈𝑘 , 𝜈𝑘 ∼ 𝒩(0, 𝑅),  

卡尔曼滤波基于最小均方误差的原理，结合预测和更新两个步骤，持续修正对于状态变量的估计，进而达

到精度提升的目的。 
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 状态预测（当前状态的预测、均方误差的更新）： 

𝑥̂𝑘
− = 𝐴𝑥̂𝑘−1 + 𝐵𝑢𝑘 ,  

𝑀𝑆𝐸𝑘
− = 𝐴𝑀𝑆𝐸𝑘−1𝐴𝑇 + 𝑄,  

步骤更新（卡尔曼增益的计算、当前状态的更新、均方误差的更新）： 

𝐾𝑘 = 𝑀𝑆𝐸𝑘
−𝐻𝑇(𝐻𝑀𝑆𝐸𝑘

−𝐻𝑇 + 𝑅)−1,

𝑥̂𝑘 = 𝑥̂𝑘
− + 𝐾𝑘(𝑧𝑘 − 𝐻𝑥̂𝑘

−),

𝑀𝑆𝐸𝑘 = (𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)𝑀𝑆𝐸𝑘
−(𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)𝑇 + 𝐾𝑘𝑅𝐾𝑘

𝑇 .
 

 

三、卡尔曼滤波的应用举例 

（一）一维单变量 

由浅入深，先给出一维单变量卡尔曼滤波的例子（如金融时间序列的价格走势、物体匀速直线运动等）。 

图表5：一维单变量卡尔曼滤波代码（部分）示例 

 

资料来源：中信期货研究所 
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从上例中，我们对卡尔曼滤波有以下几点发现：较强的递归性——只依赖于当前状态更新，无需保留

全部历史数据；估计的最优性——在状态系统线性且服从（多维）正态分布的前提下，能够达到“均方误

差最小”意义上的最优状态估计。 

即便本例只涉及一维单变量，但我们也可预感到其计算较大程度依赖于矩阵计算。为了对此有进一步

的感知，我们也给出含二元状态向量离散系统的例子。 

 

（二）二元变量 

本例涉及两个状态变量——参数𝛽和参数𝜀（这里暂不对其赋予具体含义，注意后者区分于前述误差𝜖），

假设仅前者可以观测、后者没有测量值，我们使用卡尔曼滤波对此两者进行估计。 

图表6：二元变量卡尔曼滤波（部分）示例 

 

资料来源：中信期货研究所 

 



中信期货金融工程专题报告 

8 

从上述卡尔曼滤波最优性证明中可以得知，在每个时刻 k 我们都致力于寻找最优的卡尔曼增益𝐾𝑘，希

望使得均方误差𝑀𝑆𝐸𝑘最小。 

当系统包含多维（≥ 2）向量需要估计时，𝑀𝑆𝐸𝑘成为一个矩阵。由于矩阵本身没有“大小”，所以我们

需要选择一种方式对它进行度量（就好比我们前面用“均方误差最小”来量化“估计值对真实值最好的观

察”这一表述），最常见的做法就是使用矩阵𝑀𝑆𝐸𝑘的迹。一方面是因为𝑀𝑆𝐸𝑘的对角线元素对应每个状态变

量的误差的方差，另一方面是因为它的迹（每个状态变量误差方差的和）等价于每个状态变量的误差的最

小二范数，即 

min
k

𝐸[𝜖𝑘
2] = min

k
𝑡𝑟(𝑀𝑆𝐸𝑘) = min

𝑘
𝑡𝑟(ϵ𝑘ϵ𝑘

𝑇). 

 

（三）理解 pykalman 包的 KalmanFilter 类 

在 KalmanFilter 这个类中，核心是封装函数_fiter()。该函数的内部设计结构清晰，主要拆分为调用

两部分：负责“当前状态预测、均方误差更新”的函数_filter_predict()和负责“卡尔曼增益的计算、当

前状态的更新、均方误差的更新”的函数_filter_correct()。 

封装函数_fiter()中包含了针对全体时刻的 for循环，每一步循环中完成上述“预测阶段”和“校正

阶段”，算作完整的一次更新。 

以下给出上述 3 个关键函数中若干变量名与卡尔曼最优性原理公式中若干符号的对应关系。 

图表7：KalmanFilter类中涉函数_filter()若干变量释义 

变量名 公式对应字母 首发归属函数 其他 

transition_matrices A __init__，需初始化 / 

observation_matrices H __init__，需初始化 单腿期货价作基准（如 IF） 

transition_covariance Q __init__，需初始化 / 

observation_covariance R __init__，需初始化 / 

transiton_offsets 𝜔𝑘 __init__，需初始化 / 

observation_offsets 𝜈𝑘 __init__，需初始化 / 

initial_state_mean np.zeros(2) __init__，需初始化 / 

initial_state_covariance np.ones((2,2)) __init__，需初始化 / 

current_state_covariance 𝑀𝑆𝐸𝑘−1 _filter_predict() / 

predicted_state_covariance 𝑀𝑆𝐸𝑘
− _filter_predict() / 

predicted_state_mean 𝑥𝑘
− _filter_predict() 配对时具体为(𝛽̂𝑘

−, 𝜀𝑘̂
−)

𝑇
 

predicted_observartion_mean 𝐻𝑥𝑘
− + 𝜈𝑘 _filter_correct() (CLOSE𝑘,𝐼𝐹 , 1) ∗ (𝛽̂𝑘

−, 𝜀𝑘̂
−)

𝑇
+ 𝜈𝑘 

observation 𝑧𝑘 _filter_correct() 单腿期货价作观测（如 IM） 

资料来源： 公开资料、中信期货研究所 
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基于上述表格，我们可参考如下步骤来理解类 KalmanFilter 的运行先后顺序： 

1. 定义 transition_covariance和 observation_covariance 分别作为预测误差 Q和观测误差 R（均需初

始化），同时将基准合约（如(IF,IM)中的主腿期货 IF）的价格转为三维数组 observation_matrices； 

2. 将参数传入类 KalmanFilter，使用函数_determine_dimensionality()来确定每个状态的维度以及观

测数据的维度，该函数将基于前述处理结果和传入参数（若有）来最终确定变量 n_dim_state 和 n_dim_obs

的取值； 

3. 将传入类 KalmanFilter 的所有参数存储在字典 arguments中； 

4. 将观察合约（如(IF,IM)中的副腿期货 IM）的价格数据 observation、n_dim_state、n_dim_obs 和字

典 arguments等作为参数传入函数 filter()； 

5. 使用函数_parse_observations()将 observation 转化为二维数据，并连同字典 arguments 中的所有

值作为参数传入_filter()函数； 

6. 包含基准合约价格的 observation_matrices 时间序列作为 H 序列，观察合约价格序列为 z 序列，对

冲比率和截距修正项作为估计状态变量（需初始化）。 

 

从上述对应图表中，我们对卡尔曼滤波应用于配对交易有如下几点观察： 

1. 同一时刻估计的状态向量有两个：配对交易中，使用卡尔曼滤波估计的系统状态向量在每个时刻同步

运行的包含有动态对冲比率𝛽和截距修正项𝜀（注意区分于前述定义误差所用𝜖）； 

2. “主/副腿价格”与“基准/观察”的一一对应：以(IF,IM)的配对为例，初始化类 KalmanFilter 时，

我们将主腿 IF 价格（拼接全为 1的列进行形式调整）作为基准项进行针对形参 observation_matrices

的赋值，再在调用该类的函数 filter()时将副腿 IM价格作为观察项进行针对函数 filter()内置函数

_filter()的形参 observations 的赋值；更具象一些，(𝐶𝐿𝑂𝑆𝐸𝑘,𝐼𝐹,1)与𝐶𝐿𝑂𝑆𝐸𝑘,𝐼𝑀分别对应上述(3.1)

式中的 H 与𝑧𝑘； 

3. 循环迭代过程无需系统状态向量𝜷和𝜺的真实值：卡尔曼滤波的最优性证明最终是对真实值与估计值的

均方误差关于卡尔曼增益求一阶导，令其为零，从而得到卡尔曼增益的具体表达式；但在实际迭代过

程中，我们无需也无法得到状态向量𝛽和𝜀的真实值，在“最优性”得以证明后，每一步迭代就是使用

卡尔曼增益作为系数将基于“预测”和“修正”的结果两两融合，得到的结果就是“最贴近”𝛽和𝜀的

（未知）真实值。 

 

四、总结 

详细了解上述“最优性原理及循环迭代”后，返璞归真，我们理解卡尔曼滤波仅需记住这样一个例子： 

假设某座高山海拔为𝒚，当前存在两种观测方式如下——雷达高度计测量得𝒚𝟏和气压计测量得𝒚𝟐，这

两个观测值皆有误差——𝒃𝒊𝒂𝒔𝟏~𝓝(𝝁𝟏, 𝝈𝟏
𝟐) 和 𝐛𝐢𝐚𝐬𝟐~𝓝(𝝁𝟐, 𝝈𝟐

𝟐)。我们希望通过权重因子𝐾进行组合

𝒚̂ =(𝑑𝑒𝑓) 𝒚𝟏 + 𝐾(𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)来达到对真实值𝒚的最优估计。 

 基于上述背景，我们采用最小方差的方式，即将𝑣𝑎𝑟(𝒚̂ − 𝒚)关于其自变量𝐾求导并令其为零，得到𝐾并

代入得到𝒚̂，我们也可以简单地证明后者相较于𝒚𝟏和𝒚𝟐而言，与真实值𝒚的误差来得“更小”、估计更准确。 
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