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【量化专题】copula 模型及其应用 

 

摘要 

⚫ Copula 函数被称为“连接函数”，是在已知边缘

分布情况下独立研究分布间关联关系的模型，可

以与 GARCH 模型结合来描述多品种间收益率序列

的波动及影响关系。本文简介了常用于时间序列

模型的Copula函数，并使用期货指数数据进行建

模与分析。 

⚫ 后续我们会对Copula-GARCH模型在配置策略中的

应用进行研究。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

风险提示：本报告仅对模型作客观呈现，不具备任何

投资建议。历史业绩不代表未来业绩，回测业绩不代

表实盘业绩，期市有风险，入市需谨慎。 
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一、 Copula 理论基本内容 

1.1. Copula 模型理论的提出 

在上一期报告中，我们对 GARCH模型在单期货品种上的模型进行了建模与回测。对于实际的资产组

合配置，涉及多个资产时我们需要研究其相关性，仅使用序列的相关性并不能很好的反映资产间的尾部

依赖关系，如商品熊市的多品种大跌。因此如果需要更精细地描述资产间的依赖关系，我们需要研究其

联合分布。 

Copula 函数被译为“连接”函数。在概率论和统计学中，Copula 函数是用来描述随机变量之间依赖

结构的多变量函数。Copula 函数的作用是将不同维度的耦合依赖关系从边际分布中剥离，从而可以单独

研究。我们通过单个资产的收益率建模，可以得到单资产的新息边缘分布，然后通过 Copula 函数，我们

可以研究新息在多资产上的分布结构。 

1.2. Copula 理论主要内容 

1.2.1． Copula 函数定义 

Copula 函数的定义为：若 C 是 Copula 函数，则 

1. 𝐶: [0,1]𝑑 → [0,1]； 

2. 若至少有一个边缘分布𝑢𝑗 = 0，则𝐶(𝑢1, … , 𝑢𝑑) = 0； 

3. 𝐶有着一致统一的标准均匀分布，即为，任取𝑢𝑗 ∈ [0,1], 𝑗 ∈ {1, ⋯ , 𝑑}，都有 

𝐶(1, … ,1, 𝑢𝑗 , 1, … ,1) = 𝑢𝑗 

4. 𝐶是 d 元单调递增的，以二元为例，应有任取二维向量𝑎, 𝑏 ∈ [0,1]2, 𝑎 ≤ 𝑏 

Δ(𝑎,𝑏]C = C(𝑏1, 𝑏2) − C(𝑏1, 𝑎2) − C(𝑎1, 𝑏2) + C(𝑎1, 𝑎2) ≥ 0 

1.2.2． Copula 函数基本性质 

1. 对任意变量𝑢𝑖，函数C(u1, u2, ⋯ , uN)都是非减的； 

2. 𝐶(𝑢1, 𝑢2, ⋯ ,0, ⋯ , 𝑢𝑁) = 0, 𝐶(1, ⋯ ,1, 𝑢𝑛, 1, ⋯ ,1) = 𝑢𝑛 

3. 若变量𝑢𝑛相互独立，则其联合 Copula 函数C(u1,  u2,   ⋯ ,  uṄ) = ∏ un
N
n=1  
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1.2.3． 多元分布的 Sklar 定理及证明 

(Sklar 1958) 令𝐹(, ⋯ , )为具有边缘分布𝐹1(. ), 𝐹2(. ), ⋯ , 𝐹𝑁(. )的联合分布函数，则存在一个 Copula 函数，

满足：𝐹(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑁) = 𝐶(𝐹1(𝑥1), 𝐹2(𝑥2), ⋯ , 𝐹𝑁(𝑥𝑁))。若边缘分布连续，则𝐶(. )唯一确定。 

在证明 Sklar 定理之前，我们需要明确随机变量概率变换函数和分位数变换函数的性质。 

• 随机变量𝑋 ∼ 𝐹，𝐹连续，则𝐹(𝑋) ∼ 𝑈(0,1) 

证明： 

𝑃(𝐹(𝑋) ≤ 𝑢) = 𝑃(𝐹−1  ( 𝐹 ( 𝑋 )) ≤ 𝐹−1  ( 𝑢 ))

= 𝑃(𝑋 ≤ 𝐹−1  ( 𝑢 ))

= 𝐹(𝐹−1  ( 𝑢 )) = 𝑢, 𝑢 ∈ [0,1]

 

• 随机变量𝑈~U(0,1)，且𝐹为任意密度分布函数，则𝑋 = 𝐹−1(𝑈) ∼ 𝐹 

证明： 

𝑃(𝐹−1(𝑈) ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑈 ≤ 𝐹(𝑥)) = 𝐹(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅 

根据 Sklar 定理的推论，我们可以根据边缘分布函数和一个连接它们的 Copula 函数构造联合分布函数。 

二、 基于 Copula 函数的相关性测度 

2.1. Kendall 秩相关系数𝒓 

在考察两个变量的相关性时，最简单直接的方式时考察他们的变化趋势是否一致。若一致，表明变

量间存在正相关；若正好相反，表明存在负相关，由此可以建立一致性与相关性测度的联系。 

令(𝑥1, 𝑦1)和(𝑥2, 𝑦2)为独立同分布的随机变量，定义 

r = 𝑃[(𝑥1 − 𝑥2)(𝑦1 − 𝑦2) > 0] − 𝑃[(𝑥1 − 𝑥2)(𝑦1 − 𝑦2) < 0] 

为 Kendall 秩相关系数。容易证明： 

r = 2𝑃[(𝑥1 − 𝑥2)(𝑦1 − 𝑦2) > 0] − 1 

显然对于τ ∈ [−1,1]，对于任意严格单调递增函数𝑠(⋅)和𝑡(⋅)，有 

[𝑠(𝑥1) − 𝑠(𝑥2)][𝑡(𝑦1) − 𝑡(𝑦2)] > 0 ⇔ (𝑥1 − 𝑥2)(𝑦1 − 𝑦2) > 0 

因此该测度对严格单调递增的变换保持不变。根据定义，若用 Kendall 秩相关系数度量随机变量 X，Y 的

相关程度，则： 
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 当r =  1时，表明 X 的变化与 Y 的变化完全一致，X 与 Y 正相关 

 当r =  −1时，表明 X 的变化与 Y 的反向变化完全一致，X 与 Y 负相关 

 当r =  0时，表明 X 的变化与 Y 的变化一半一致一半相反一致，不能判断 X 与 Y 是否相关 

若随机变量 X，Y 的边缘分布分别为𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦)，相应的 Copula 函数为𝐶(𝑢, 𝑣)，其中𝑢 = 𝐹(𝑥), 𝑣 =

𝐺(𝑦), 𝑢, 𝑣 ∈ [0,1]，则 Kendall 秩相关系数𝑟可由相应的 Copula 函数𝐶(𝑢, 𝑣)给出： 

r = 4 ∫ ∫ 𝐶(𝑢, 𝑣)d
1

0

𝐶(𝑢, 𝑣)
1

0

− 1 

2.2. 尾部风险测度 

2.2.1． VaR（Value at Risk，在险价值） 

VaR 衡量的是：有多少把握，在未来一段时间内，资产损失不会大于某一值。对于资产或资产组合，其收

益率分布为𝑅 ∼ 𝐹𝑅，则其损失分布𝐿 = −𝑅 ∼ 𝐹𝐿，在一置信水平α ∈ (0,1)上，在险价值 VaR 被定义为 

𝑉𝑎𝑅α = 𝑉𝑎𝑅α𝐿 = 𝐹𝐿
−1(α) = 𝑖𝑛𝑓{𝑥 ∈ 𝑅: 𝐹𝐿(𝑥) ≤ α} 

实际上 VaR 是损失分布的分位数。VaR 作为风险衡量指标的优点有： 

• 概念较为直观易懂，易于决策； 

• 计算方法适用于所有资产类别和投资组合，因此广泛用于监管和机构风险管理； 

VaR 作为风险测度也有其不足： 

• 临界值的选择具有主观性，且 VaR 会忽略临界值外的极端事件，无法衡量极端尾部风险； 

• VaR 不满足次可加性，在部分情况下无法体现风险分散原理； 

• 不满足次可加性也无法作为优化问题的目标函数； 

• VaR 未能考虑流动性，在市场低迷期，VaR 可能大大低估了资产的风险。 

2.2.1． ES（Expected Shortfall，预期损失） 

如果说 VaR 衡量的是“情况能坏到什么样子”的问题，而预期损失要回答“当糟糕情况发生时，损失的期
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望值为多大”。ES 被定义为 

ESα(L) = 𝐸(𝐿′|𝐿′ < 𝑉𝑎𝑅α) 

ES 作为风险测度，与 VaR 类似，但是满足了风险测度的次可加性，因此可以用于投资组合策略优化，其

后我们将使用 ES 为测度优化投资组合策略。 

三、 Copula 函数的常用类型 

Copula 函数非常多，在研究中使用最多的函数主要有阿基米德 Copula 函数簇和椭圆 Copula 函数簇。 

椭圆 Copula 函数簇有 t Copula 函数、Gaussian Copula 函数等，二者均有对称的尾部相关性，主要差

别在尾部厚度。所有椭圆 Copula 函数都是由同一分布的边缘逆分布和该分布的联合概率分布构造而成，

例如 Gaussian Copula 由多元正态分布经过概率积分变得来，可表达为 

𝐶𝑅
Gauss (𝑢) = Φ𝑅(Φ−1(𝑢1), … , Φ−1(𝑢𝑑)) 

(Genest & Mackay 1986)阿基米德 Copula 函数簇有着统一的函数表达式： 

𝐶(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑁; θ) = φ−1(φ(𝑢1; θ) + φ(𝑢2; θ) + ⋯ + φ(𝑢𝑁; θ)) 

关于阿基米德 Copula 的生成函数，本文不再赘述。本文主要介绍最常使用的 3 种阿基米德 Copula 函

数：Gumbel Copula、Clayton Copula 和 Frank Copula。 

3.1.1． Gumbel Copula 

 以二元为例，其概率分布函数为 

𝐶(𝑢1, 𝑢2) = exp (−((− ln 𝑢1)1/θ + (− ln 𝑢2)1/θ)
θ

) 

 Gumbel Copula 函数对上尾部的厚尾特性比较敏感，对下尾部的厚尾特性不敏感，因此建模刻画尾部

风险时，需要使用收益率相反数。 
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图 1：二元 Gumbel 函数联合概率密度 

 

数据来源：中信建投期货有限公司 

3.1.2． Clayton Copula 

 以二元为例，其概率分布函数为 

(𝑢−θ + 𝑣−θ − 1)
−1/θ

 

 Clayton Copula 的尾部敏感性与 Gumbel Copula 相反，其适合对下尾部厚尾特性明显的结构建模。 

图 2：二元 Clayton 函数联合概率密度 

 

数据来源：中信建投期货有限公司 
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3.1.3． Frank Copula 

 以二元为例，其概率分布函数为 

𝐶(𝑢1, 𝑢2) −
1

θ
ln [1 +

(𝑒−θ𝑢 − 1)(𝑒−θv − 1)

𝑒−θ − 1
)] 

 Frank Copula 密度分布前后尾非对称，适合于描述具有非对称厚尾结构的关系。 

图 3：二元 Frank 函数联合概率密度 

 

数据来源：中信建投期货有限公司 

3.1. Copula 函数与 GARCH 模型结合 

在前一篇报告中我们介绍过 GARCH 模型，GARCH-t 过程可以较好地描述单品种时间序列的尖峰厚

尾特性，而 GARCH 模型的残差符合其假设分布后，可用于 Copula 模型拟合。最后根据 Copula-GARCH-t

模型或 Copula-GARCH-GED 模型，我们可以得到多品种的收益-波动预测模型。 

四、 总结和展望 

本文初步介绍了 Copula理论、常用风险衡量指标和 Copula函数的常用类型。不同的 Copula函数有着

不同的对称性与尾部特征，对于实际数据的拟合效果还需后续检验。对于GARCH模型，Copula可以较好

地与 GARCH 模型的残差结合。 
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后续我们会对 Copula-GARCH 模型在配置策略中的应用进行研究。 
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内容是否符合自身特定状况，自主做出投资决策并自行承担投资风险。中

信建投期货不因任何订阅或接收本报告的行为而将订阅人视为中信建投的

客户，投资者依据本报告内容作出的任何决策与中信建投期货或作者无关。 

本报告发布内容如属于系列解读，则投资者可能会因缺乏对完整内容

的了解而对其中假设依据、研究依据、结论等内容产生误解，提请投资者

参阅我司已发布的完整系列报告，仔细阅读其所附各项声明、数据来源及

风险。 

南京分公司 

地址：南京市黄埔路 2 号黄埔大厦 11层 D1、D2 座 

电话：025-86951881 

北京北三环西路营业部 

地址：北京市海淀区中关村南大街 6号 9层 912 

电话：010-82129971 

太原营业部 

地址：山西省太原市小店区长治路 103号阳光国际商务中心 A座 902室 

电话：0351-8366898 

广州分公司 

地址：广州市天河区黄埔大道西 100号富力盈泰大厦 B座 1406 

电话：020-22922102 

 

北京国贸营业部 

地址：北京市朝阳区光华路 8号 17幢一层 A113房间 

电话：010-85951101 

福州营业部 

地址：福建省福州市台江区宁化街道振武路 70 号（原江滨西

大道北侧）福晟·钱隆广场 18层 01商务办公 

电话：0591-83625596 

方顿物产（重庆）有限公司 

地址：重庆市渝中区中山三路 131号希尔顿商务中心 2603室 

电话：023-86769662 



 

 

 

  

 

专题报告 
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请参阅最后一页的重要声明 

中信建投期货对本报告所载资料的准确性、可靠性、时效性及完整性

不作任何明示或暗示的保证，本报告意见仅代表报告发布之时的判断，相

关研究观点可能依据我司后续发布的报告在不发布通知的情形下作出更改。 

本报告发布内容为中信建投期货所有。未经我司书面许可，任何机构

和个人不得以任何形式对本报告进行翻版、复制和刊发，如需引用、转发

等，需注明出处为“中信建投期货”，且不得对本报告进行任何增删或修

改。亦不得从未经我司书面授权的任何机构、个人或其运营的媒体平台接

收、翻版、复制或引用本报告发布的全部或部分内容。版权所有，违者必

究。 

全国统一客服电话：400-8877-780  

网址：www.cfc108.com 

 

http://www.cfc108.com/

